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Î ïîâòîðÿþùåéñÿ êîíöåíòðàöèè è ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåæèìàõ ïðè àíîìàëüíîé äèóçèè â ïîëèìåðàõ
Ä. À. Âîðîòíèêîâ
∗
ÓÄÊ 517.9
Àííîòàöèÿ
àñïðîñòðàíåíèå ïðîíèêàþùåé æèäêîñòè â ïîëèìåðíîì ìàòåðèàëå ÷àñòî íå óäîâëåòâî-
ðÿåò êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äèóçèè è òðåáóåò ó÷åòà ðåëàêñàöèîííûõ (âÿçêîóïðóãèõ)
ñâîéñòâ ïîëèìåðà. Ìû èçó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå
äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùèõ òàêóþ àíîìàëüíóþ äèóçèþ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî äîñòàòî÷íî êîðîòêîãî îòðåçêà âðåìåíè è çàäàííîãî íàïðÿæåíèÿ â íà÷àëå ýòîãî îò-
ðåçêà ñóùåñòâóåò òàêîå ãëîáàëüíîå ïî âðåìåíè ñëàáîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (ïàðà êîí-
öåíòðàöèÿ  íàïðÿæåíèå), ÷òî êîíöåíòðàöèÿ â íà÷àëå è â êîíöå îòðåçêà îäèíàêîâàÿ. Ïðè
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà êîýèöèåíòû ïîêàçàíî òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ
ïî âðåìåíè ñëàáûõ ðåøåíèé (áåç îãðàíè÷åíèé íà äëèíó ïåðèîäà).
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåèêîâñêàÿ äèóçèÿ, ïîëèìåð, ïðîíèêàþùàÿ æèäêîñòü,
òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü, ñëàáîå ðåøåíèå, ïåðèîäè÷íîñòü
1 Ââåäåíèå
Áëàãîäàðÿ ñâîèì ðàçíîîáðàçíûì è ìíîãîñòîðîííèì ñâîéñòâàì ïîëèìåðû íàõîäÿò
øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè. Â òî æå âðåìÿ ñòðîãîå
íàó÷íîå (â òîì ÷èñëå ìàòåìàòè÷åñêîå) èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ äàæå îòñòàåò îò òåìïîâ
âíåäðåíèÿ ýòèõ ìàòåðèàëîâ, õîòÿ è âåäåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêî.
Ïîëèìåðû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â êîìáèíàöèè ñ æèäêîñòüþ, ïðîíèêàþùåé
âíóòðü åãî ñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ñàìîãî ïîëèìåðà. Íàïðèìåð, â
àðìàöåâòè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè æèäêîå äåéñòâóþùåå âåùåñòâî ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ â ñî÷åòàíèè ñ ïîëèìåðíûì íîñèòåëåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè
ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ æèäêîñòè â ïîëèìåðå ïðîòèâîðå÷èò çàêîíàì êëàññè÷åñ-
êîé òåîðèè äèóçèè. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ [1℄ ñëîæíîé, êîìáèíè-
ðîâàííîé, âÿçêîóïðóãîé ïðèðîäîé ïîëèìåðîâ.
Íàïîìíèì êëàññè÷åñêèé îáùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ
∂u
∂t
= −div J, (1.1)
∗
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êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ äèóçèè â ñïëîøíûõ ñðåäàõ: â
ýòîì ñëó÷àå u = u(t, x) îáîçíà÷àåò êîíöåíòðàöèþ, à J = J(t, x) îáîçíà÷àåò ïîòîê
êîíöåíòðàöèè (îíè çàâèñÿò îò âðåìåíè t è ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè x). Çàêîí Ôèêà
ãëàñèò, ÷òî ïîòîê êîíöåíòðàöèè ïðîïîðöèîíàëåí åå ãðàäèåíòó:
J = −D(u)∇u, (1.2)
ãäå D(u) åñòü êîýèöèåíò äèóçèè (â îáùåé ïîñòàíîâêå ýòî ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííûé òåíçîð; â áîëåå ïðîñòîé îí âûðîæäàåòñÿ â ñêàëÿð è/èëè ïåðåñòàåò
çàâèñåòü îò êîíöåíòðàöèè). Èç (1.1) è (1.2) ñëåäóåò êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äè-
óçèè:
∂u
∂t
= div (D(u)∇u). (1.3)
Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè æèäêîñòè â ïîëèìåðå âîçíèêàåò ðÿä ÿâëåíèé (íàïðèìåð,
íàçûâàåìûå â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ase II diusion [2, 3℄, sorption overshoot
[4℄, literal skinning, trapping skinning [5, 6℄ è desorption overshoot [7℄), êîòîðûå ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè æèäêîñòè íå âïèñûâàåòñÿ â îãðàíè÷åíèÿ,
íàëàãàåìûå (1.2) èëè (1.3). Êàê è íüþòîíîâñêîå ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (ñì.
[8℄), ïîäõîäÿùåå äëÿ îïèñàíèÿ æèäêîñòåé, íî ñëèøêîì ïðîñòîå äëÿ îïèñàíèÿ ïî-
ëèìåðîâ, çàêîí Ôèêà òàêæå äîëæåí áûòü çíà÷èòåëüíî èçìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ
(è äðóãèõ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè æèäêîñòè â ïîëèìåðå)
åíîìåíîâ. Èñïîëüçóÿ àíàëîãèè ñ ðåîëîãèåé âÿçêîóïðóãèõ ñðåä è ðåçóëüòàòû èñ-
ñëåäîâàíèé è îïûòîâ ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ, Êîýí è äð. [1, 4, 9℄ ïðåäëîæèëè ñëå-
äóþùèé îïðåäåëÿþùèé çàêîí (êñòàòè, ó÷èòûâàþùèé è êîíâåêöèþ):
J = −D(u)∇u− E(u)∇σ +M(u, σ)u, (1.4)
∂σ
∂t
+ β(u)σ = f(u,
∂u
∂t
). (1.5)
Çäåñü σ  âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ íàïðÿæåíèåì [10℄, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî åå ñàìó íàçûâàþò ýòèì òåðìèíîì (àíãë. stress). Èçâåñòíûìè (îïðåäå-
ëÿåìûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ è âíåøíèìè óñëîâèÿìè) ñ÷èòàþòñÿ êîýèöè-
åíòû: ñêàëÿð β (ïî èçè÷åñêîìó ñìûñëó îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûé âðåìåíè ðå-
ëàêñàöèè è çàâèñÿùèé îò êîíöåíòðàöèè), ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå òåíçîðû D
è E (çàâèñÿùèå îò êîíöåíòðàöèè), ñêàëÿð f è îòâå÷àþùèé çà êîíâåêöèþ âåêòîð
M (çàâèñÿùèå îò äâóõ àðãóìåíòîâ). Âîò òèïè÷íûé âèä óíêöèè β [4℄:
β(u) =
1
2
(βR + βG) +
1
2
(βR − βG) tanh(u− uRG
δ
),
ãäå βR, βG, δ, uRG  ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, βR > βG; D îáû÷íî èìååò ïîäîá-
íóþ (ò.å. ìîíîòîííóþ ñ îáëàñòüþ ðåçêîãî âîçðàñòàíèÿ) çàâèñèìîñòü îò u [7℄.
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Ñîãëàñíî [9, 10℄, õîðîøèé ïðèìåð óíêöèè E  ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò u.
Âïðî÷åì, E ÷àñòî ñ÷èòàþò êîíñòàíòîé  ýòî ñ÷èòàåòñÿ äîïóñòèìûì óïðîùåíèåì
ìîäåëè [9℄. Â òî æå âðåìÿ åùå â [11℄ (÷èñëåííî) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî E íå äîëæíî
áûòü íåíóëåâîé êîíñòàíòîé (E ≡ 0 ýòî àêòè÷åñêè çàêîí Ôèêà), òàê êàê ïðè
E(0) 6= 0 êîíöåíòðàöèÿ u ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ îòðèöàòåëüíîé (÷òî íå èìååò èçè÷å-
ñêîãî ñìûñëà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðîãî äîêàçàíî ([12℄, ñì. òàêæå [13℄), ÷òî ïðè
E(0) = 0 êîíöåíòðàöèÿ u îñòàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, åñëè îíà áûëà òàêîâîé â
êàæäîé òî÷êå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíû.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå (êîíåö ïóíêòà 3) ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ â ïîëüçó öåëåñîîá-
ðàçíîñòè óñëîâèÿ E(1) = 0, è òîãäà òèïè÷íûì ïðèìåðîì E áóäåò óíêöèÿ âèäà
E(u) =
α1u(u− 1)2
α2 + (u− 1)2 (1.6)
 ìàëûì α2, à α1 ïîðÿäêà 1.
Äðóãèå ïðèìåðû β,D è E ñì. â [9, 7℄. À äëÿ óíêöèè f òèïè÷åí ñëåäóþùèé
âèä [9℄:
f(u, u′) = µ(u)u+ ν(u)u′, (1.7)
ãäå óíêöèè µ è ν ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîì îòðåçêå [0, a].
Èç (1.4) è (1.1) ñëåäóåò óðàâíåíèå àíîìàëüíîé äèóçèè:
∂u
∂t
= div(D∇u+ E∇σ −Mu). (1.8)
Ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ [12℄, âåêòîðíûé êîýèöèåíò M , ñêàëÿð β è òåí-
çîðû D, E ìîãóò çàâèñåòü îò t, x, u è σ (ñì. åùå [6℄).
Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1.8), (1.5) èçó÷àëèñü íåñêîëüêèìè àâòî-
ðàìè. Â [12℄ ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî (íå ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè)
ðåøåíèÿ. ëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà â [14℄ ïðè f = µu,M ≡ 0
è íå çàâèñÿùèõ îò êîíöåíòðàöèè ñêàëÿðàõ D = E. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåí îä-
íîìåðíûé ñëó÷àé (0 < x < 1), íî ïî âñåé âèäèìîñòè îí îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
x ∈ Ω ⊂ Rn (îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé). Â [13℄ æå äîêàçàíî ãëî-
áàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ïðè íåïîñòîÿííîì E (óäîâëåòâîðÿþùåì óêàçàí-
íîìó âûøå óñëîâèþ E(0) = 0 è ðÿäó äðóãèõ óñëîâèé, èñêëþ÷àþùèõ, êñòàòè,
âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî E(1) = 0). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó
ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíöåíòðàöèþ,
÷òî âëå÷åò ñòðîãóþ ïîëîæèòåëüíîñòü ðåøåíèé, è íå äàåò âîçìîæíîñòè ðàññìîò-
ðåòü íàëè÷èå "ñóõèõ"ó÷àñòêîâ. Áîëüøàÿ ÷àñòü ñòàòüè [13℄ ðàññìàòðèâàåò îäíî-
ìåðíóþ ñèòóàöèþ 0 < x < 1, íî â êîíöå ïðèâåäåíà ñõåìà ïåðåíîñà ðåçóëüòàòîâ
íà ìíîãîìåðíûå îáëàñòè. Íàëè÷èå ñëàáûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â
ìíîãîìåðíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èçó÷àëîñü â [15, 16℄. Äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè Ω = Rn èçâåñòíî ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå äèññèïàòèâíûõ (ïî ñóòè î÷åíü
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ñëàáûõ) ðåøåíèé ñ ïîñòîÿííûìè ñêàëÿðíûìè D è E, è ñ M ≡ 0 ([17℄; èñïîëüçî-
âàííàÿ òàì òåõíèêà ïðèìåíèìà è äëÿ Ω ⊂ Rn). Íåñêîëüêî îòëè÷íàÿ îò (1.8), (1.5)
ìîäåëü èçó÷àëàñü â [18℄.
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìå-
íè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1.8), (1.5) è ñõîäíîé ñ íåé çàäà÷åé ïî-
èñêà ðåøåíèé ñ ïîâòîðÿþùåéñÿ êîíöåíòðàöèåé ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì íàïðÿ-
æåíèè. Èäåÿ ïîèñêà ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ïîâòîðÿþùèõñÿ â äâà çàäàííûõ ìîìåíòà âðåìåíè (òî åñòü îáëàäàþùèõ òàê íàçû-
âàåìûì reprodutive property, â îðìóëüíîé çàïèñè y(t1) = y(t2)), èäåò îò ðàáîòû
[19℄. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ, ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ ïå-
ðèîäè÷íîñòü êîýèöèåíòîâ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ó çàäà÷è ñ îäíîé íåèç-
âåñòíîé óíêöèåé êàê ðàç ïðè ïåðèîäè÷íîñòè êîýèöèåíòîâ è ïðàâûõ ÷àñòåé
ðåøåíèå ñ reprodutive property ïîðîæäàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìû æå â ïóíê-
òå 3 ýòîé ðàáîòû èùåì ðåøåíèå, îáëàäàþùåå reprodutive property ïî êîíöåíòðà-
öèè è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ïî íàïðÿæåíèþ (÷òî îäíàêî íå âëå÷åò àâòîìàòè÷åñêè
íàëè÷èÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé). Â ïóíêòå 4 ìû äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ïóíêòà 3 (òåîðåìó 3.1) î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Â ïóíêòå 5
æå ìû óæå èññëåäóåì çàäà÷ó î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ, íî ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü
(òåîðåìà 5.1) ïîëó÷àåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà êîýèöèåíòû.
2 Îáîçíà÷åíèÿ
Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ çàïèñü Lp(Ω),W
m
p (Ω),H
m(Ω) =Wm2 (Ω) (m ∈ Z, 1 ≤
p ≤ ∞), Hm0 (Ω) =
◦
W m2 (Ω) (m ∈ N) äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è Ñîáîëåâà íà îòêðû-
òîì ìíîæåñòâå (îáëàñòè) Ω ⊂ Rn, n ∈ N.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åâêëèäîâà íîðìà â L2(Ω)
k = L2(Ω,R
k) îáîçíà÷àþòñÿ
(u, v) è ‖u‖ ñîîòâåòñòâåííî (k = 1 èëè n). Â ïðîñòðàíñòâå H10(Ω) èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà: (u, v)1 = (∇u,∇v), ‖u‖1 = ‖∇u‖.
Íàïîìèíàåì íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà
‖u‖ ≤ KΩ‖u‖1. (2.1)
Àíàëîãè÷íî â H20(Ω) èñïîëüçóþòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà
(u, v)2 = (∆u,∆v), ‖u‖2 = ‖∆u‖.
Êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî H−m(Ω), m = 1, 2 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûì
ê Hm0 (Ω). Äåéñòâèå óíêöèîíàëà èç H
−m(Ω) íà ýëåìåíò èç Hm0 (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ
〈·, ·〉. Íàïîìíèì, ÷òî ‖ϕ‖−m = sup‖w‖m=1 |〈ϕ,w〉|.
Èíîãäà áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Lp, H
m
âìåñòî Lp(Ω)
k, Hm(Ω)k è äð., k = 1, n.
Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ : H10(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðèçìîì. Ïîýòîìó
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îïåðàòîð
∆−1 : H−1(Ω)→ H10(Ω) (2.2)
òîæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðèçìîì. Îáîçíà÷èì X = X(Ω) = ∆−1(H10(Ω)). Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è íîðìó â X çàäàäèì ïî îðìóëàì (u, v)X = (∆u,∆v)1, ‖u‖X =
‖∆u‖1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìåæäó H−1(Ω) è X(Ω) èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ äâîé-
ñòâåííîñòü:
〈u, v〉1 = −〈u,∆v〉 , u ∈ H−1, v ∈ X, (2.3)
ïðè÷åì 〈u, v〉1 = (u, v)1 äëÿ u ∈ H10 , v ∈ X.
Çàïèñè òèïà C(J ;E), Cw(J ;E), L2(J ;E), L2,loc(J ;E) è.ò.ï. èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ óíêöèé íà èíòåðâàëå J ⊂ R ñî çíà÷åíèÿìè â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E (â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíûõ, ñëàáî
íåïðåðûâíûõ, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì).
Íàïîìíèì, ÷òî óíêöèÿ u : J → E íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî óíêöèîíàëà g íà E óíêöèÿ g(u(·)) : J → R
íåïðåðûâíà.
Â ñëó÷àå, êîãäà E ÿâëÿåòñÿ óíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàïð. L2(Ω),
Hm(Ω)), ìû îòîæäåñòâëÿåì ýëåìåíòû C(J ;E), L2(J ;E) è äð. ñ ÷èñëîâûìè óíê-
öèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà J × Ω, ïî îðìóëå
u(t)(x) = u(t, x), t ∈ J , x ∈ Ω.
Íèæå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà (T > 0  ÷èñëî):
W =W (Ω, T ) = {τ ∈ L2(0, T ;H10(Ω)), τ ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}
‖τ‖W = ‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + ‖τ ′‖L2(0,T ;H−1(Ω));
W1 =W1(Ω, T ) = {τ ∈ L2(0, T ;X(Ω)), τ ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}
‖τ‖W1 = ‖τ‖L2(0,T ;X(Ω)) + ‖τ ′‖L2(0,T ;H−1(Ω));
W2 =W2(Ω, T ) = {τ ∈ L2(0, T ;H20(Ω)), τ ′ ∈ L2(0, T ;H−2(Ω))}
‖τ‖W2 = ‖τ‖L2(0,T ;H20 (Ω)) + ‖τ ′‖L2(0,T ;H−2(Ω));
[20, ëåììà III.1.2℄ âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèéW,W2 ⊂ C([0, T ];L2(Ω)),W1 ⊂
C([0, T ];H10(Ω)) (ñì. òàêæå [21, 8℄).
Îáîçíà÷åíèå | · | èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäóëÿ ÷èñëà, åâêëèäîâîé íîðìû â Rn è â
ñëåäóþùåì ñëó÷àå. Ïóñòü R
n×n
 ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà n× n ñ íîðìîé
|A| = max
ξ∈Rn,|ξ|=1
|Aξ|.
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Ñèìâîë R
n×n
+ ⊂ Rn×n ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö A, ÷òî
(Aξ, ξ)Rn ≥ d(A)(ξ, ξ)Rn
äëÿ íåêîòîðîãî d(A) ≥ 0 è âñåõ ξ ∈ Rn.
3 Çàäà÷à î ïîâòîðÿåìîñòè êîíöåíòðàöèè
Ïóñòü ïîëèìåð çàïîëíÿåò îáëàñòü Ω ⊂ Rn, n ∈ N. Íàèáîëåå âàæíû ÷àñòíûå
ñëó÷àè n = 2 (äèóçèÿ â ïëåíêàõ) è n = 3. àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîíèêàþùåé æèäêîñòè â ýòîì
ïîëèìåðå:
∂u
∂t
= div[D0(t, x, u, σ)∇u
+E0(t, x, u, σ)∇σ−M0(t, x, u, σ)u], (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (3.1)
∂σ
∂t
+ β0(t, x, u, σ)σ = µ0(u)u+ ν0(u)
∂u
∂t
, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (3.2)
u(t, x) = ϕ(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω. (3.3)
Çäåñü u = u(t, x) : [0,∞) × Ω → R ýòî íåèçâåñòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ æèäêîñòè
(â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t), σ = σ(t, x) : [0,∞) × Ω → R  íåèçâåñòíîå
íàïðÿæåíèå, ϕ : [0,∞)× ∂Ω → R  çàäàííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, µ0, ν0 : R → R,
D0, E0 : R
n+3 = R × Rn × R × R → Rn×n+ , β0 : Rn+3 → R, M0 : Rn+3 → Rn 
èçâåñòíûå óíêöèè, ν0(·) ≥ 0.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, èìåþùèå îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè â
ìîìåíòû 0 è T > 0, òî åñòü
u(0, x) = u(T, x), x ∈ Ω (3.4)
(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ñ÷èòàåì íà÷àëüíûì íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè).
Ïðåäïîëîæèì íà âðåìÿ, ÷òî îáëàñòü Ω è ó÷àñòâóþùèå â óðàâíåíèÿõ óíêöèè
äîñòàòî÷íî "õîðîøèå"
1
. Ôóíêöèþ ϕ áóäåì ñ÷èòàòü îïðåäåëåííîé íà [0,∞) × Ω.
Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü, ÷òî
ϕ|t=0 = ϕ|t=T . (3.5)
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ
ς(·) = σ(·)−
u(·)∫
0
ν0(y) dy.
1
Íàïðèìåð, óíêöèè ϕ, µ0, ν0, D0, E0, β0,M0  C
2
-ãëàäêèå è îãðàíè÷åííûå, ãðàíèöà îáëàñòè òàêæå C2-
ãëàäêàÿ, è îáëàñòü ëîêàëüíî ðàñïîëîæåíà ïî îäíó ñòîðîíó ñâîåé ãðàíèöû. Õîòÿ äàííûå ïðåïîëîæåíèÿ äîñòàòî÷-
íî åñòåñòâåííû äëÿ èçó÷àåìîé ìîäåëè (ñì. Ââåäåíèå, [9℄, à òàêæå êîíåö ýòîãî ïóíêòà ïî ïîâîäó îãðàíè÷åííîñòè
E0 è M0), íèæå ìû ñóùåñòâåííî èõ îñëàáèì.
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Ïî ñóòè ýòî "÷èñòî íåèêîâñêàÿ"ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåíèÿ. Ïðè ν0 ≡ 0 îíà
ñîâïàäàåò ñ íàïðÿæåíèåì.
Ââåäåì åùå íîâûå óíêöèè
γ(·, ·, u, ς) = µ0(u)−
β0
(
·, ·, u, ς +
u∫
0
ν0(y)dy
) u(·)∫
0
ν0(y) dy
u(·) ,
D1(t, x, u, ς) =
D0

t, x, u, ς +
u∫
0
ν0(y)dy

+ ν0(u)E0

t, x, u, ς +
u∫
0
ν0(y)dy

 ∈ Rn×n+ ,
E1(·, ·, u, ς) = E0

·, ·, u, ς +
u∫
0
ν0(y)dy

 ,
M1(·, ·, u, ς) = −M0

·, ·, u, ς +
u∫
0
ν0(y)dy

 ,
β1(·, ·, u, ς) = −β0

·, ·, u, ς +
u∫
0
ν0(y)dy

 .
Ïåðåïèøåì (3.1) è (3.2) â ñëåäóþùåì âèäå:
∂u
∂t
= div[D1(t, x, u, ς)∇u+ E1(t, x, u, ς)∇ς +M1(t, x, u, ς)u], (3.6)
∂ς
∂t
= β1(t, x, u, ς)ς + γ(t, x, u, ς)u. (3.7)
Íàì íå õâàòàåò åùå îäíîãî "âðåìåííîãî"óñëîâèÿ. Ïóñòü íà÷àëüíîå "÷èñòî
íåèêîâñêîå"íàïðÿæåíèå òàêæå èçâåñòíî:
ς(0, x) = ς0(x), x ∈ Ω. (3.8)
Ïðè êàæäîì èêñèðîâàííîì x ∈ Ω ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
∂ψ
∂t
= β1(t, x, ϕ(t, x), ψ)ψ+ γ(t, x, ϕ(t, x), ψ)ϕ(t, x), (3.9)
ψ|t=0 = ς0. (3.10)
Åñëè ς0, ϕ, β1 è γ îãðàíè÷åíû, òî åå ðåøåíèå ψ(t, x) òàêæå àïðèîðè îãðàíè÷åíî
íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ (ñð. [15, 16℄), è ïîòîìó ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà âñåé
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Çàìåòèì, ÷òî ς|∂Ω=ψ|∂Ω.
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Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà îáå ÷àñòè (3.7):
∆ς ′ = div[∇(β1(t, x, u, ς)ς) +∇(γ(t, x, u, ς)u)]. (3.11)
Ñëåäîâàòåëüíî,
∆ς ′ = div
[
β1(t, x, u, ς)∇ς + ∂β1
∂x
(t, x, u, ς)ς +
∂β1
∂u
(t, x, u, ς)ς∇u+ ∂β1
∂ς
(t, x, u, ς)ς∇ς
+γ(t, x, u, ς)∇u+ ∂γ
∂x
(t, x, u, ς)u+
∂γ
∂u
(t, x, u, ς)u∇u+ ∂γ
∂ς
(t, x, u, ς)u∇ς
]
. (3.12)
Îáîçíà÷èì
v = u− ϕ, τ = ς − ψ,
β(t, x, v, τ) =
∂β1
∂u
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(τ + ψ) + γ(t, x, v + ϕ, τ + ψ)
+
∂γ
∂u
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(v + ϕ),
µ(t, x, v, τ) = β1(t, x, v + ϕ, τ + ψ) +
∂β1
∂ς
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(τ + ψ)
+
∂γ
∂ς
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(v + ϕ),
g(t, x, v, τ) = −∇ψ′ + ∂β1
∂u
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(τ + ψ)∇ϕ+ γ(t, x, v + ϕ, τ + ψ)∇ϕ
+
∂γ
∂u
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(v + ϕ)∇ϕ+ β1(t, x, v + ϕ, τ + ψ)∇ψ
+
∂β1
∂ς
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(τ + ψ)∇ψ + ∂γ
∂ς
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(v + ϕ)∇ψ
+
∂β1
∂x
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(τ + ψ) +
∂γ
∂x
(t, x, v + ϕ, τ + ψ)(v + ϕ).
Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.12) â ñëåäóþùåì âèäå :
∆τ ′ = div[β(t, x, v, τ)∇v+ µ(t, x, v, τ)∇τ + g(t, x, v, τ)]. (3.13)
Àíàëîãè÷íî, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
D(t, x, v, τ) = D1(t, x, v + ϕ, τ + ψ),
E(t, x, v, τ) = E1(t, x, v + ϕ, τ + ψ),
f(t, x, v, τ) = −∇∆−1ϕ′ +D1(t, x, v + ϕ, τ + ψ)∇ϕ
+E1(t, x, v + ϕ, τ + ψ)∇ψ + (v + ϕ)M1(t, x, v + ϕ, τ + ψ),
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ïåðåïèøåì (3.6) â îðìå
v′ = div[D(t, x, v, τ)∇v + E(t, x, v, τ)∇τ + f(t, x, v, τ)]. (3.14)
Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà v è τ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùè-
ìè:
v|t=0 = v|t=T , (3.15)
τ |t=0 = 0, (3.16)
v|∂Ω = 0, τ |∂Ω = 0. (3.17)
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïàðà óíêöèé (v, τ) èç êëàññà
v ∈ W (Ω, T ), τ ∈ H1(0, T ;H10(Ω)) (3.18)
íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.13)-(3.17), åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò (3.15),
(3.16), à ðàâåíñòâà (3.13), (3.14) âûïîëíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâåH−1(Ω) ï.â. íà (0, T ).
Óñëîâèÿ (3.15), (3.16) èìåþò ñìûñë áëàãîäàðÿ âëîæåíèÿì
W ⊂ C([0, T ];L2(Ω)), H1(0, T ;H10(Ω)) ⊂ C([0, T ];H10(Ω)).
Óñëîâèå (3.17) ñïðÿòàíî â ïðîñòðàíñòâå H10(Ω).
Êàê âèäèì, âñÿêîå "õîðîøåå", ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå (u, ς) çàäà÷è (3.3)-(3.8) ïîðî-
æäàåò ïàðó (v, τ), êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.13)-
(3.17). Îáðàòíî, ïóñòü íåêàÿ ïàðà (v, τ) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.13)-
(3.17). Ïóñòü óíêöèè v, τ, ψ, ϕ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíû, è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøå-
íèÿ (3.5), (3.9) è (3.10). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà (u = v + ϕ, ς = τ + ψ)
óäîâëåòâîðÿåò (3.6) è (3.11); ïîñëåäíåå âëå÷åò (3.7) â ñèëó (3.9). Áîëåå òîãî, èìå-
þò ìåñòî (3.3), (3.4) è (3.8). À òîãäà ïàðà (u, σ = ς +
u∫
0
ν0(y)dy) óäîâëåòâîðÿåò
(3.1) è (3.2).
Ïðè ðàáîòå ñî ñëàáûìè ðåøåíèÿìè íå îáÿçàòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èçâåñòíûå
óíêöèè è îáëàñòü Ω ðåãóëÿðíû. Äîñòàòî÷íî óñëîâèé, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ îïèøåì.
àäè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü β è µ ìàòðè÷íûìè óíêöèÿìè.
ÏóñòüΩ ⊂ Rn, n ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷åííûì îòêðûòûì ìíîæåñ-
òâîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ
X(Ω) ⊂W 1p0(Ω) (3.19)
ñ êàêèì-íèáóäü p0 > 2 (ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ
ðåãóëÿðíîñòè îáëàñòè).
Íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî
i) D, E, µ, β : Rn+3 → Rn×n; f, g : Rn+3 → Rn.
ii) Êàæäàÿ èç ýòèõ øåñòè óíêöèé (íàïðèìåð, D(t, x, v, τ)) èçìåðèìà ïî (t, x) ïðè
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èêñèðîâàííûõ (v, τ).
iii) Êàæäàÿ èç ýòèõ óíêöèé íåïðåðûâíà ïî (v, τ) ïðè èêñèðîâàííûõ (t, x).
iv) Èìåþò ìåñòî îöåíêè
|D(t, x, v, τ)| ≤ KD, (3.20)
|E(t, x, v, τ)| ≤ KE, (3.21)
|β(t, x, v, τ)| ≤ Kβ, (3.22)
|µ(t, x, v, τ)| ≤ Kµ, (3.23)
|f(t, x, v, τ)| ≤ Kf |τ |+ f˜(t, x), (3.24)
|g(t, x, v, τ)| ≤ Kg(|v|+ |τ |) + g˜(t, x) (3.25)
ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìèKD, . . . , Kg è èçâåñòíûìè óíêöèÿìè f˜ , g˜ ∈ L2((0, T )×
Ω).
v)
(D(t, x, v, τ)ξ, ξ)Rn ≥ d(ξ, ξ)Rn, (3.26)
ãäå d > 0 íå çàâèñèò îò (t, x, v, τ) ∈ Rn+3 è ξ ∈ Rn.
Òåîðåìà 3.1 Íàéäåòñÿ òàêîå T0 > 0, ÷òî ïðè ëþáîì T ≤ T0 ñóùåñòâóåò ñëà-
áîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.13)-(3.17) â êëàññå (3.18).
Ñëåäóþùèé ïóíêò ïîñâÿùåí åå äîêàçàòåëüñòâó.
Òàê êàê êðàåâàÿ çàäà÷à (3.13)-(3.14), (3.17) íà îòðåçêàõ ëþáîé (íàïðèìåð, åäè-
íè÷íîé) äëèíû èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîìó óñëîâèþ v|t=t0 = vt0 ∈
L2, τ |t=t0 = τt0 ∈ H10 â íà÷àëå îòðåçêà [16℄, òî ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 3.1 ðåøåíèå
ìîæíî, øàã çà øàãîì, ïðîäëèòü íà âåñü ïîëîæèòåëüíûé ëó÷, è ìû ïîëó÷èì
Ñëåäñòâèå 3.1 Íàéäåòñÿ òàêîå T0 > 0, ÷òî ïðè ëþáîì T ≤ T0 ñóùåñòâóåò
ïàðà óíêöèé
v ∈ L2,loc(0,∞;H10(Ω))
⋂
H1loc(0,∞;H−1(Ω)), τ ∈ H1loc(0,∞;H10(Ω)), (3.27)
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (3.15), (3.16), à òàêæå (3.13), (3.14) â H−1(Ω) ï.â. íà
(0,∞).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ äèóçèîííûõ ïðîöåññîâ
â ïîëèìåðàõ âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü óñëîâèÿ iv) âûïîëíåííûìè
2
. Â ñàìîì äåëå, ïî
èçè÷åñêîìó ñìûñëó
0 ≤ u(t, x) ≤ 1 (3.28)
(âåäü u ýòî êîíöåíòðàöèÿ, òàê ÷òî îíà íå ìåíåå 0% è íå áîëåå 100%). Êðîìå
òîãî, âðåìÿ ðåëàêñàöèè â ðåàëüíîñòè ïîëîæèòåëüíî è îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó ìîæíî
2
Åñòåñòâåííîñòü îñòàëüíûõ íàëîæåííûõ íàìè óñëîâèé ÿñíà è íå òðåáóåò ïîäðîáíîãî îáñóæäåíèÿ.
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ñ÷èòàòü, ÷òî åãî îáðàòíîå β0 íå ìåíåå íåêîãî βG > 0 (êàê âî Ââåäåíèè), à ïîòîìó
β1 ≤ −βG. àâåíñòâà (3.7) è (3.8) äàþò ïðåäñòàâëåíèå
ς(t, x) = ς0(x) exp

 t∫
0
β1(ξ, x, u(ξ, x), ς(ξ, x)) dξ


+
t∫
0
exp

 t∫
s
β1(ξ, x, u(ξ, x), ς(ξ, x)) dξ

γ(s, x, u(s, x), ς(s, x))u(s, x) ds.
Åñëè |ς0(x)| è γ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ς òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî:
|ς(t, x)| ≤ e−tβG|ς0(x)|+ C(γ)
t∫
0
e(s−t)βG ds ≤ e−tβG|ς0(x)|+ C(γ)
βG
. (3.29)
Ïîýòîìó êîýèöèåíòû ñèñòåìû (3.1)(3.2) (è ýêâèâàëåíòíîé åé (3.6)(3.7)) ìîæ-
íî îïðåäåëèòü èç ýêñïåðèìåíòà ëèøü íà îãðàíè÷åííûõ u è ς , à "íà áåñêîíå÷íî-
ñòè"ìû èõ ìîæåì àêòè÷åñêè âûáðàòü ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ; íàïðèìåð, îãðàíè-
÷åííûìè èëè äàæå èìåþùèìè äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå: òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ iv) íà ïðåîáðàçîâàííûå
êîýèöèåíòû.
Îäíàêî âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýèöèåíòû óñëîâèå (3.28),
áóäó÷è çàäàííûì äëÿ ãðàíè÷íîé óíêöèè ϕ è äëÿ íåêîãî íà÷àëüíîãî äàííîãî u0,
áóäåò âûïîëíåíî âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è
(3.1)(3.3) ñ u|t=0 = u0, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åí íå äî êîíöà (à âåäü
òîëüêî òàêèå ðåøåíèÿ, à ïîòîìó è êîýèöèåíòû, èìåþò èçè÷åñêèé ñìûñë).
Åñëè E0 íå çàâèñèò
3
îò σ, à òîëüêî îò t, x, u, è E0(t, x, 0) ≡ 0, òî [12, òåîðåìà
7.4℄ ðåøåíèå ñîõðàíÿåò íåîòðèöàòåëüíîñòü. Ñäåëàâ çàìåíó u˜ = 1 − u, σ˜ = −σ
ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçàòü (ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ E0(t, x, 1) ≡ 0 è
M0(t, x, 1, σ) = const), ÷òî óñëîâèå u ≤ 1 òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Âìåñòå ñ òåì, íåëüçÿ íàâåðíÿêà óòâåðæäàòü, ÷òî äðóãèå E0 íå èìåþò ñìûñëà.
Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü â îáùåì âèäå, îãðàíè÷èâàÿñü ëèøü òðåáî-
âàíèÿìè i)-v).
4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1
Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí àáñòðàêòíûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü äàíû äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâà Z ⊂ Y ñ íåïðåðûâíûì âëîæåíèåì i : Z → Y , è i(Z) ïëîòíî â Y . Ñòàí-
äàðòíàÿ ñõåìà [20, 8℄ îòîæäåñòâëåíèÿ Y ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì
3
Êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàþò, ÷òî E0 âîîáùå çàâèñèò òîëüêî îò êîíöåíòðàöèè, ñì. Ââåäåíèå.
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âëå÷åò
Z ⊂ Y ≡ Y ∗ ⊂ Z∗, (4.1)
ãäå îáà âëîæåíèÿ ïëîòíû è íåïðåðûâíû. Ïðè ýòîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
f ∈ Y è u ∈ Z â Y ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì óíêöèîíàëà f èç Z∗ íà ýëåìåíòå
u ∈ Z:
(f, u)Y = 〈f, u〉. (4.2)
Ëåììà 4.1 Ïóñòü Z ñåïàðàáåëüíî, è äàí íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A :
Z → Z∗, äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ òàêîå α > 0, ÷òî
〈Au, u〉 ≥ α‖u‖2Z, ∀u ∈ Z. (4.3)
Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ Y è f ∈ L2(0, T ;Z∗), T > 0, çàäà÷à
u′(t) + Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ), (4.4)
u(T ) + a = u(0) (4.5)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå
u ∈ L2(0, T ;Z)
⋂
C([0, T ]; Y ), u′ ∈ L2(0, T ;Z∗). (4.6)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ b ∈ Y è f ∈ L2(0, T ;Z∗) çàäà÷à Êîøè (4.4),
u(0) = b îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå (4.6) ïî òåîðåìå 1.1 èç [21℄, ëàâà VI,
èëè ïî ëåììå 3.1.3 èç [8℄. Îáîçíà÷èì åå ðåøåíèå ÷åðåç ub. àññìîòðèì îïåðàòîð
G : b 7→ ub(T ) + a.
Íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì çàäà÷è (4.4), (4.5).
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì íà Y (è ïðèìåíèòü ïðèí-
öèï Áàíàõà).
Ïóñòü b1, b2 ∈ Y . Îáîçíà÷èì w = ub1 − ub2. Òîãäà w′ +Aw = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ óíêöèè w¯(t) = ektw(t), k > 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
w¯′ − kw¯ +Aw¯ = 0. (4.7)
Óìíîæèì (4.7) íà w¯(t) ïðè ï.â. t ∈ (0, T ) (â ñìûñëå äâîéñòâåííîñòè Z∗ è Z):
〈w¯′, w¯〉 − k〈w¯, w¯〉+ 〈Aw¯, w¯〉 = 0. (4.8)
Ïðè ìàëîì k, â ñèëó (4.2), (4.3) è íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ i, (4.8) âëå÷åò
〈w¯′, w¯〉 ≤ 0. (4.9)
Ëåììà III.1.2 èç [20℄ äàåò, ÷òî óíêöèÿ ‖w¯(t)‖2Y ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé. Òàêèì
îáðàçîì, ‖w¯(T )‖Y ≤ ‖w¯(0)‖Y , ò.å. ‖w(T )‖Y ≤ e−kT‖w(0)‖Y è G ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì.
✷
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àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:
∂v
∂t
+ ε∆2v = λdiv[D(t, x, v, τ)∇v + E(t, x, v, τ)∇τ + f(t, x, v, τ)], (4.10)
∂τ
∂t
+ ε∆2τ = λ∆−1div[β(t, x, v, τ)∇v+ µ(t, x, v, τ)∇τ + g(t, x, v, τ)], (4.11)
v|t=0 = v|t=T , (4.12)
τ |t=0 = 0. (4.13)
Òóò ε > 0, λ ∈ [0, 1]  ïàðàìåòðû.
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïàðà óíêöèé (v, τ) èç êëàññà
v ∈ W2(Ω, T ), τ ∈ W1(Ω, T ) (4.14)
íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.10)-(4.13), åñëè ðàâåíñòâî (4.10) èìååò
ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå H−2(Ω) ï.â. íà (0, T ), (4.11) âûïîëíåíî â H−1(Ω) ï.â. íà
(0, T ), (4.12) âåðíî â L2(Ω), à (4.13)  â H
1
0(Ω).
Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ èìåþò ñìûñë, ò.ê.
W1 ⊂ C([0, T ];H10(Ω)), W2 ⊂ C([0, T ];L2(Ω)).
Ëåììà 4.2 Íàéäåòñÿ òàêîå T0 > 0, ÷òî ïðè ëþáîì T ≤ T0 äëÿ âñÿêîãî ñëàáîãî
ðåøåíèÿ (v, τ) çàäà÷è (4.10)-(4.13) âûïîëíåíà àïðèîðíàÿ îöåíêà:
ε‖v‖2L2(0,T ;H20 (Ω)) + ε‖τ‖
2
L2(0,T ;X)
+
+λ‖v‖2L2(0,T ;H10 (Ω)) + ‖τ‖
2
L2(0,T ;H10 (Ω))
≤ C, (4.15)
ãäå C íå çàâèñèò îò λ è ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèÿ ñëàãàåìûõ (4.11) ñ −∆τ(t) ∈ H10(Ω)
ïðè ï.â. t ∈ [0, T ] (â ñìûñëå äâîéñòâåííîñòè H−1(Ω) è H10(Ω)):
− 〈τ ′,∆τ〉 − 〈ε∆2τ,∆τ〉
= −λ (∆−1div[β(t, x, v, τ)∇v+ µ(t, x, v, τ)∇τ + g(t, x, v, τ)],∆τ) . (4.16)
Íî
− 〈τ ′,∆τ〉 = 〈τ ′, τ〉1 =
1
2
d
dt
‖τ‖21 (4.17)
(ñì. [20, Ëåììà III.1.2℄). Òàêèì îáðàçîì,
1
2
d
dt
‖τ‖21 + ε(∇∆τ,∇∆τ)
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= −λ 〈div[β(t, x, v, τ)∇v+ µ(t, x, v, τ)∇τ + g(t, x, v, τ)], τ〉 . (4.18)
Îáîçíà÷èì v¯(t) = e−ktv(t), τ¯(t) = e−ktτ(t), ãäå k > 0 áóäåò îïðåäåëåíî ïîçäíåå.
Òîãäà
1
2
d
dt
‖ektτ¯‖21 + e2ktε(∇∆τ¯ ,∇∆τ¯)
= λ
(
β(t, x, ektv¯(t), ektτ¯ (t))∇v¯ekt + µ(t, x, ektv¯(t), ektτ¯(t))∇τ¯ ekt
+g(t, x, ektv¯(t), ektτ¯(t)),∇τ¯(t)ekt
)
. (4.19)
Òåïåðü îáîçíà÷èì
βk(t, x, v¯(t), τ¯(t)) = β(t, x, e
ktv¯(t), ektτ¯(t)),
µk(t, x, v¯(t), τ¯(t)) = µ(t, x, e
ktv¯(t), ektτ¯(t)),
gk(t, x, v¯(t), τ¯(t)) = e
−ktg(t, x, ektv¯(t), ektτ¯(t)).
Ýòè óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì òèïà (3.22), (3.23), (3.25) ñ òåìè æå êîí-
ñòàíòàìè.
Èìååì:
1
2
d
dt
‖τ¯‖21 + k‖τ¯‖21 + ε(τ¯ , τ¯)X
= λ
(
βk(t, x, v¯(t), τ¯(t))∇v¯ + µk(t, x, v¯(t), τ¯(t))∇τ¯
+gk(t, x, v¯(t), τ¯(t)),∇τ¯(t)
)
. (4.20)
Èíòåãðèðóÿ ïî èíòåðâàëó (0, T ), ïîëó÷èì
1
2
‖τ¯(T )‖21 + k
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds+ ε
T∫
0
‖τ¯(s)‖2X ds
= λ
T∫
0
(
βk(s, x, v¯(s), τ¯(s))∇v¯(s) + µk(s, x, v¯(s), τ¯(s))∇τ¯(s)
+gk(s, x, v¯(s), τ¯(s)),∇τ¯(s)
)
ds. (4.21)
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî Êîøè ab ≤ ca2+ 14cb2 è
îòáðàñûâàÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó
k
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds+ ε
T∫
0
‖τ¯(s)‖2X ds
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≤ λK
2
β
4
T∫
0
‖v¯(s)‖21 ds+ λ
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds+ λKµ
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds
+
λ
4
T∫
0
‖gk(s, ·, v¯(s, ·), τ¯(s, ·))‖2 ds+ λ
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds. (4.22)
Çàìåòèì, ÷òî
T∫
0
‖gk(s, ·, v¯(s, ·), τ¯(s, ·))‖2 ds ≤
T∫
0
‖Kg[|v¯(s, ·)|+ |τ¯(s, ·)|] + g˜(s, ·)‖2 ds
≤ 3K2g
T∫
0
‖v¯(s, ·)‖2 ds+ 3K2g
T∫
0
‖τ¯(s, ·)‖2 ds+ 3
T∫
0
‖g˜(s, ·)‖2 ds
≤ 3K2gK2Ω
T∫
0
‖v¯(s)‖21 ds+ 3K2gK2Ω
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds+ 3‖g˜‖2L2((0,T )×Ω).
Ïîýòîìó
(k − 2−Kµ − 3
4
K2gK
2
Ω)
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds+ ε
T∫
0
‖τ¯(s)‖2X ds
≤ λ(K
2
β
4
+
3
4
K2gK
2
Ω)
T∫
0
‖v¯(s)‖21 ds+
3
4
‖g˜‖2L2((0,T )×Ω). (4.23)
Âîçüìåì k ≥ 4 + 2Kµ + 32K2gK2Ω.
Òîãäà (4.23) âëå÷åò íåðàâåíñòâî
T∫
0
‖τ¯(s)‖21 ds ≤
C1
k
(1+λ
T∫
0
‖v¯(s)‖21 ds), C1 =
K2β
2
+
3
2
K2gK
2
Ω+
3
2
‖g˜‖2L2((0,T )×Ω). (4.24)
Ïîëîæèì T0 =
1
k
. Òîãäà ‖τ(t)‖1 ≤ e‖τ¯(t)‖1 ïðè 0 ≤ t ≤ T ≤ T0, è èç (4.24)
ñëåäóåò, ÷òî
T∫
0
‖τ(s)‖21 ds ≤
C1e
k
(1 + λ
T∫
0
‖v(s)‖21 ds). (4.25)
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àññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèÿ ñëàãàåìûõ (4.10) ñ v(t) ∈ H20(Ω) ïðè ï.â.
t ∈ [0, T ] (â ñìûñëå äâîéñòâåííîñòè H−2(Ω) è H20(Ω)):
〈v′, v〉+ 〈ε∆2v, v〉
= λ 〈div[D(t, x, v, τ)∇v + E(t, x, v, τ)∇τ + f(t, x, v, τ)], v〉 . (4.26)
Îïÿòü, â ñèëó [20, Ëåììà III.1.2℄, ìû èìååì
〈v′, v〉 = 1
2
d
dt
‖v‖2, (4.27)
è ïîýòîìó
1
2
d
dt
‖v‖2 + ε(∆v,∆v)
= −λ(D(t, x, v, τ)∇v + E(t, x, v, τ)∇τ + f(t, x, v, τ),∇v). (4.28)
Ñëåäîâàòåëüíî,
ε
T∫
0
‖v(s)‖22 ds
= −λ
T∫
0
(
D(s, x, v(s), τ(s))∇v(s) + E(s, x, v(s), τ(s))∇τ(s)
+f(s, x, v(s), τ(s)),∇v(s)
)
ds. (4.29)
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè, (3.21) è (3.26), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
ε
T∫
0
‖v(s)‖22 ds+ λd
T∫
0
(∇v(s),∇v(s)) ds
≤ 3λK
2
E
4d
T∫
0
‖τ(s)‖21 ds+
λd
3
T∫
0
‖v(s)‖21 ds
+
3λ
4d
T∫
0
‖f(s, ·, v(s, ·), τ(s, ·))‖2 ds+ λd
3
T∫
0
‖v(s)‖21 ds. (4.30)
Ïî òîìó æå ïðèíöèïó, êàê äëÿ gk âûøå, ìû èìååì
T∫
0
‖f(s, ·, v(s, ·), τ(s, ·))‖2 ds
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≤ 3K2fK2Ω
T∫
0
‖τ(s)‖21 ds+ 3‖f˜‖2L2((0,T )×Ω).
Èòàê, èç (4.30) è (4.25) çàêëþ÷àåì
ε
T∫
0
‖v(s)‖22 ds+
λd
3
T∫
0
‖v(s)‖21 ds
≤ (3K
2
E
4d
+
9
4d
K2fK
2
Ω)
T∫
0
‖τ(s)‖21 ds+
9
4d
‖f˜‖2L2((0,T )×Ω).
≤ C2
k
(1 + λ
T∫
0
‖v(s)‖21 ds) + C, (4.31)
C2 = C1e(
3K2E
4d
+
9
4d
K2fK
2
Ω).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k ≥ 6C2
d
. Òîãäà (4.31) âëå÷åò
λd
6
T∫
0
‖v¯(s)‖21 ds ≤ C.
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâûå ÷àñòè (4.23) è (4.31) îãðàíè÷åíû, è ìû ïðèõîäèì ê
(4.15). ✷
Ëåììà 4.3 Ïóñòü ñëàáîå ðåøåíèå (v, τ) çàäà÷è (4.10)-(4.13) óäîâëåòâîðÿåò îöåí-
êå (4.15). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè:
‖v′‖L2(0,T ;H−2(Ω)) + ‖τ ′‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C(1 +
√
ε) (4.32)
ãäå C íå çàâèñèò îò λ è ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê H−1(Ω) ⊂ H−2(Ω) íåïðåðûâíûì îá-
ðàçîì, (4.10) è (4.15) âëåêóò
‖v′‖L2(0,T ;H−2(Ω)) ≤ ε‖∆2v‖L2(0,T ;H−2(Ω))+
λC‖div[D(t, x, v, τ)∇v+ E(t, x, v, τ)∇τ + f(t, x, v, τ)]‖L2(0,T ;H−1(Ω))
≤ √ε√ε‖v‖L2(0,T ;H20 (Ω))+√
λC‖D(t, x, v, τ)∇v+ E(t, x, v, τ)∇τ + f(t, x, v, τ)‖L2(0,T ;L2(Ω))
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≤ C√ε+ C
√
λ[KD‖v‖L2(0,T ;H10 (Ω)) +KE‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + ‖f(t, x, v, τ)‖L2(0,T ;L2(Ω))]
≤ C√ε+ C
√
λ[KD‖v‖L2(0,T ;H10(Ω)) +KE‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω))
+Kf‖τ‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖f˜‖L2((0,T )×Ω))]
≤ C√ε+ C
√
λ[‖v‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + ‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + 1]
≤ C(1 +√ε).
Àíàëîãè÷íî, ðàç H10(Ω) ⊂ H−1(Ω), (4.11) è (4.15) äàþò
‖τ ′‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ ε‖∆2τ‖L2(0,T ;H−1(Ω))+
λC‖∆−1div[β(t, x, v, τ)∇v + µ(t, x, v, τ)∇τ + g(t, x, v, τ)]‖L2(0,T ;H10 (Ω))
≤ √ε√ε‖τ‖L2(0,T ;X)+
C
√
λ‖β(t, x, v, τ)∇v + µ(t, x, v, τ)∇τ + g(t, x, v, τ)‖L2(0,T ;L2(Ω))
≤ C√ε+ C
√
λ[Kβ‖v‖L2(0,T ;H10 (Ω)) +Kµ‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + ‖g(t, x, v, τ)‖L2(0,T ;L2(Ω))]
≤ C√ε+ C
√
λ[Kβ‖v‖L2(0,T ;H10 (Ω)) +Kµ‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω))
+Kg‖v‖L2(0,T ;L2(Ω)) +Kg‖τ‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖g˜‖L2((0,T )×Ω))]
≤ C√ε+ C
√
λ[‖v‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + ‖τ‖L2(0,T ;H10 (Ω)) + 1]
≤ C(1 +√ε).
✷
Ëåììà 4.4 Ïðè ëþáîì T ≤ T0 èìååòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå (v, τ) çàäà÷è (4.10)-
(4.13) â êëàññå (4.14).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû ïî îðìóëàì:
Q1 : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−2(Ω)),
Q1(v, τ) = div[D(·, ·, v, τ)∇v],
Q2 : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−2(Ω)),
Q2(v, τ) = div[E(·, ·, v, τ)∇τ ],
Q3 : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−2(Ω)),
Q3(v, τ) = div[f(·, ·, v, τ)],
Q4 : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−1(Ω)),
Q4(v, τ) = ∆
−1div[β(·, ·, v, τ)∇v],
Q5 : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−1(Ω)),
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Q5(v, τ) = ∆
−1div[µ(·, ·, v, τ)∇τ ],
Q6 : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−1(Ω)),
Q6(v, τ) = ∆
−1div[g(·, ·, v, τ)],
Q : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−2(Ω))× L2(0, T ;H−1(Ω))× L2(Ω)×H10(Ω),
Q(v, τ) = (−Q1(v, τ)−Q2(v, τ)−Q3(v, τ),−Q4(v, τ)−Q5(v, τ)−Q6(v, τ), 0, 0),
A˜1 :W1 → L2(0, T ;H−1(Ω))×H10(Ω),
A˜1(u) = (u
′ + ε∆2u, u|t=0),
A˜2 : W2 → L2(0, T ;H−2(Ω))× L2(Ω),
A˜2(u) = (u
′ + ε∆2u, u|t=0 − u|t=T ),
A˜ : W2 ×W1 → L2(0, T ;H−2(Ω))× L2(0, T ;H−1(Ω))× L2(Ω)×H10(Ω),
A˜(v, τ) = (v′ + ε∆2v, τ ′ + ε∆2τ, v|t=0 − v|t=T , τ |t=0).
Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (4.10) - (4.13) ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíå-
íèþ
A˜(v, τ) + λQ(v, τ) = (0, 0, 0, 0) (4.33)
Ïðè óñëîâèè (3.19) îïåðàòîð Q âïîëíå íåïðåðûâåí (ñì. [16℄).
Çàìåòèì, ÷òî 〈
∆2u, u
〉
= (∆u,∆u) = ‖u‖22
äëÿ u ∈ H20(Ω), è〈
∆2u, u
〉
1
= − 〈∆2u,∆u〉 = (∇∆u,∇∆u) = ‖u‖2X
äëÿ u ∈ X. Ïîýòîìó îïåðàòîð A˜1 íåïðåðûâíî îáðàòèì (ïî òåîðåìå 1.1 èç [21℄,
ëàâà VI, èëè ïî ëåììå 3.1.3 èç [8℄). À îïåðàòîð A˜2 íåïðåðûâíî îáðàòèì ïî äîêà-
çàííîé âûøå ëåììå 4.1. Ïîýòîìó A˜ òàêæå îáðàòèì.
Ïåðåïèøåì (4.33) â âèäå
(u, τ) + λA˜−1Q(u, τ) = (0, 0) (4.34)
Àïðèîðíûå îöåíêè ëåìì 4.2 è 4.3 íå ïîçâîëÿþò óðàâíåíèþ (4.34) èìåòü ðåøå-
íèÿ íà ãðàíèöå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî øàðà B â W2 × W1, íå çàâèñÿùåãî îò λ.
àññìîòðèì ñòåïåíü Ëåðå-Øàóäåðà (ñì. íàïð. [22, 23, 24℄) âïîëíå íåïðåðûâíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ I + λA˜−1Q (I  òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå) íà øàðå B 
degLS(I + λA˜
−1Q,B, 0).
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Â ñèëó ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè
degLS(I + λA˜
−1Q,B, 0) = degLS(I, B, 0) = 1 6= 0.
Èòàê, óðàâíåíèå (4.34) (à ïîòîìó è çàäà÷à (4.10) - (4.13)) èìååò ðåøåíèå â øàðå
B ïðè âñÿêîì λ (ñð. ñ ïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè â [8, 25℄). ✷
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.
Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
εm → 0. Ïî ëåììå 4.4 íàéäóòñÿ ïàðû (vm, τm), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûì ðåøå-
íèåì çàäà÷è (4.10) - (4.13) ñ λ = 1, ε = εm. Çàìåòèì, ÷òî èç (4.11) ñëåäóåò, ÷òî
∆τ ′m+εm∆
3τm = div[β(t, x, vm, τm)∇vm+µ(t, x, vm, τm)∇τm+g(t, x, vm, τm)] (4.35)
â H−3(Ω) ï.â. íà (0, T ). Áëàãîäàðÿ àïðèîðíîé îöåíêå (4.15), áåç ïîòåðè îáùíîñòè
(ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè íåîáõîäèìî) ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
v∗ = lim
m→∞
vm,
τ∗ = lim
m→∞
τm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè â L2(0, T ;H
1
0(Ω)). Êðîìå òîãî, â ñè-
ëó ëåììû 4.3, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v′m → v′∗ ñëàáî â
L2(0, T ;H
−2), τ ′m → τ ′∗ ñëàáî â L2(0, T ;H−1). Ñëåäîâàòåëüíî, vm → v∗ ñëàáî â
C([0, T ];H−2), τm → τ∗ ñëàáî â C([0, T ];H−1). Òîãäà, [26, Ñëåäñòâèå 4℄, vm → v∗
ñèëüíî â C([0, T ];H−3), τm → τ∗ ñèëüíî â C([0, T ];H−2). Ïîýòîìó v∗ è τ∗ óäîâëå-
òâîðÿþò (3.15), (3.16). Êðîìå òîãî, [26, Ñëåäñòâèå 4℄, vm → v∗, τm → τ∗ ñèëüíî
â L2(0, T ;L2). Ïî òåîðåìå Êðàñíîñåëüñêîãî [22, 27℄ î íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
ñóïåðïîçèöèè
D(·, ·, vm, τm)→ D(·, ·, v∗, τ∗),
E(·, ·, vm, τm)→ E(·, ·, v∗, τ∗),
β(·, ·, vm, τm)→ β(·, ·, v∗, τ∗),
µ(·, ·, vm, τm)→ µ(·, ·, v∗, τ∗),
ñèëüíî â Lp((0, T )× Ω)n×n äëÿ ëþáîãî p <∞;
f(·, ·, vm, τm)→ f(·, ·, v∗, τ∗),
g(·, ·, vm, τm)→ (·, ·, v∗, τ∗)
ñèëüíî â L2((0, T )× Ω)n.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé ym ñõîäèòñÿ ñëàáî â L2((0, T )×Ω), è äðóãàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zm ñõîäèòñÿ ñèëüíî â Lp((0, T )×Ω), òî èõ ïîòî÷å÷íûå ïðîèç-
âåäåíèÿ ymzm ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê ïðîèçâåäåíèþ èõ ïðåäåëîâ â Lq((0, T )×Ω), 1p+ 12 =
1
q
. Ïîýòîìó
D(·, ·, vm, τm)∇vm → D(·, ·, v∗, τ∗)∇v∗,
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E(·, ·, vm, τm)∇τm → E(·, ·, v∗, τ∗)∇τ∗,
β(·, ·, vm, τm)∇vm → β(·, ·, v∗, τ∗)∇v∗,
µ(·, ·, vm, τm)∇τm → µ(·, ·, v∗, τ∗)∇τ∗
ñëàáî â Lq(0, T ;Lq(Ω)
n) äëÿ 1 ≤ q < 2.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ â (4.10) ñ λ = 1, ε = εm, v = vm, τ = τm è
â (4.35) (íàïðèìåð, â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà (0, T ) ñî çíà÷åíèÿìè â W−6q ), ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî (v∗, τ∗) åñòü ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.13)-(3.17). Îñòàåòñÿ çàìå-
òèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåâûå ÷àñòè) (3.13), (3.14) ïðèíàäëå-
æàò L2(0, T ;H
−1). Òîãäà v∗ ∈ W (Ω, T ). Òàê êàê τ ′∗ ∈ H−1(0, T ;H10), è ∆τ ′∗ ∈
L2(0, T ;H
−1), ìû èìååì τ ′∗ ∈ L2(0, T ;H10). ✷
5 Çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ
Â ýòîì ïóíêòå èññëåäóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû (3.1)-(3.3), òî åñòü
"âðåìåííûå"óñëîâèÿ áåðóòñÿ â âèäå
u(0, x) = u(T, x), σ(0, x) = σ(T, x), x ∈ Ω (5.1)
ñ íåêîòîðûì T > 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíêöèè β0,M0, D0, E0 ïåðèîäè÷íû ñ
ïåðèîäîì T ïî ïåðåìåííîé t. Êàê è â ïóíêòå 3, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé σ íà ς
ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (3.6), (3.7). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå
íà ς èçâåñòíî:
ς(t, x) = ψ(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, (5.2)
è îáå óíêöèè ϕ è ψ îïðåäåëåíû è ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì T ïî ïåðåìåííîé
t íà [0, T ] × Ω; ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (3.9) (íà ñàìîì
äåëå ψ ìîæíî îïðåäåëèòü, çíàÿ ϕ, êàê ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9)
ïðè èêñèðîâàííîì x, âîïðîñû ïåðèîäè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè òàêèõ óðàâíåíèé
ñì. íàïð. â [28, 23℄, íî ìîæåò áûòü ïðîáëåìà ñ åäèíñòâåííîñòüþ òàêîãî ðåøåíèÿ
è çàâèñèìîñòüþ îò x; ÷òîáû íå çàîñòðÿòüñÿ íà ýòîì, ìû ñ÷èòàåì ψ èçâåñòíûì).
Ïîñëå âòîðîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è òåõ æå ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî è â ïóíêòå 3,
ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (3.13), (3.14). Ïðè ýòîì èìååì ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.17) è
óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè
v|t=0 = v|t=T , τ |t=0 = τ |t=T . (5.3)
Îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.13), (3.14), (3.17), (5.3) â êëàññå (3.18)
àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 3.1. Ïðè ðàáîòå ñî ñëàáûìè ðåøåíèÿìè áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ïóíêòà 3, çà èñêëþ÷åíèåì (3.24)  (3.26). Âìåñòî
íèõ íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ, à èìåííî
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v)
|f(t, x, v, τ)| ≤ f˜(t, x), |g(t, x, v, τ)| ≤ g˜(t, x) (5.4)
ñ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè óíêöèÿìè f˜ , g˜ ∈ L2((0, T )× Ω), à òàêæå
vi) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà Γ è Γ0 òàêèå, ÷òî
(D(·)ξ, ξ)Rn − (µ(·)η, η)Rn +
([
E(·)Γ− β(·)
Γ
]
ξ, η
)
Rn
≥ Γ0(|ξ|2 + |η|2) (5.5)
äëÿ ëþáûõ ξ, η ∈ Rn.
Äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ v) ìîæíî, ïðèìåíèâ ðàññóæäåíèÿ èç êîíöà ïóíê-
òà 3. Óñëîâèå vi) óæå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü ìîäåëè. Òåì íå ìåíåå,
ñëåäóþùèå íåîðìàëüíûå àðãóìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îíî ìîæåò áûòü âûïîëíå-
íî äëÿ ðåàëüíûõ ñèòóàöèé, ïðè÷åì íàäî áðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå Γ. Âî ïåðâûõ
(ñì. ï. 3), µ ýòî ïî ñóòè ñêàëÿð, ïðè÷åì, ñ÷èòàÿ γ ìàëûì, ìîæíî ñ÷èòàòü åãî
áëèçêèì ê −β0, òî åñòü −µ ≈ β0. Ïðè áîëüøèõ êîíöåíòðàöèÿõ β0 è D âåëèêè (ñì.
Ââåäåíèå), è ìîæíî ñ÷èòàòü (5.5) âûïîëíåííûì. À ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ óæå
ìàëî E, ÷òî ïðè áîëüøîì Γ îïÿòü èãðàåò â ïîëüçó (5.5).
Òåîðåìà 5.1 Â îïèñàííûõ óñëîâèÿõ ïðè ëþáîì T > 0 ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (3.13), (3.14), (3.17), (5.3) â êëàññå (3.18).
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà (4.10)-(4.11) è ñëåäó-
þùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà:
Ëåììà 5.1 Äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ (v, τ) çàäà÷è (4.10), (4.11), (5.3) â êëàññå (4.14)
âûïîëíåíà àïðèîðíàÿ îöåíêà:
ε‖v‖2L2(0,T ;H20 (Ω)) + ε‖τ‖
2
L2(0,T ;X)
+
+λ‖v‖2L2(0,T ;H10 (Ω)) + λ‖τ‖
2
L2(0,T ;H10 (Ω))
≤ C, (5.6)
ãäå C íå çàâèñèò îò λ è ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (5.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(D(·)Γ2ξ, ξ)Rn − (µ(·)η, η)Rn +
(
E(·)Γ2ξ, η)
Rn
− (β(·)ξ, η)Rn
≥ Γ0(Γ2|ξ|2 + |η|2) (5.7)
äëÿ ëþáûõ ξ, η ∈ Rn (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â (5.5) Γξ âìåñòî ξ).
Êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.2, ìû èìååì (4.28). Êðîìå òîãî, ìû èìååì (4.18),
è, ñëåäîâàòåëüíî,
1
2
d
dt
‖τ‖21 + ε(τ, τ)X
22
= λ
(
β(t, x, v, τ)∇v + µ(t, x, v, τ)∇τ,∇τ
)
+λ
(
g(t, x, v, τ),∇τ
)
. (5.8)
Ñëîæèì ýòî ñ (4.28), óìíîæåííûì íà Γ2:
Γ2
2
d
dt
‖v‖2 + Γ2ε(∆v,∆v) + 1
2
d
dt
‖τ‖21 + ε(τ, τ)X
= −λ(D(t, x, v, τ)Γ2∇v + E(t, x, v, τ)Γ2∇τ,∇v)
+λ
(
β(t, x, v, τ)∇v + µ(t, x, v, τ)∇τ,∇τ
)
+λ
(
g(t, x, v, τ),∇τ
)
− λΓ2(f(t, x, v, τ),∇v). (5.9)
Èñïîëüçóÿ (5.7), çàêëþ÷àåì, ÷òî
Γ2
2
d
dt
‖v‖2 + Γ2ε(∆v,∆v) + 1
2
d
dt
‖τ‖21 + ε(τ, τ)X
+λΓ0(Γ
2‖∇v‖2 + ‖∇τ‖2)
≤ λ
(
g(t, x, v, τ),∇τ
)
− λΓ2(f(t, x, v, τ),∇v). (5.10)
Èíòåãðèðóÿ ïî èíòåðâàëó (0, T ), ïîëó÷èì
Γ2ε
T∫
0
‖v(s)‖22 ds+ ε
T∫
0
‖τ(s)‖2X ds+ λΓ0Γ2
T∫
0
‖∇v(s)‖2 ds+ λΓ0
T∫
0
‖∇τ(s)‖2 ds
≤ λ
T∫
0
(
g(s, x, v(s), τ(s)),∇τ(s)
)
ds−λΓ2
T∫
0
(
f(s, x, v(s), τ(s)),∇v(s)
)
ds. (5.11)
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, íåðàâåíñòâî Êîøè è (5.4), ìû ïîëó-
÷èì: ∣∣ T∫
0
(
f(s, x, v(s), τ(s)),∇v(s)
)
ds
∣∣ ≤ ‖f˜‖L2((0,T )×Ω)‖∇v‖L2((0,T )×Ω)
≤ 1
2Γ0
‖f˜‖2L2((0,T )×Ω) +
Γ0
2
‖∇v‖2L2((0,T )×Ω). (5.12)
Àíàëîãè÷íî,
∣∣ T∫
0
(
g(s, x, v(s), τ(s)),∇τ(s)
)
ds
∣∣ ≤ 1
2Γ0
‖g˜‖2L2((0,T )×Ω) +
Γ0
2
‖∇τ‖2L2((0,T )×Ω). (5.13)
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Íåðàâåíñòâà (5.11)  (5.13) âëåêóò
Γ2ε
T∫
0
‖v(s)‖22 ds+ ε
T∫
0
‖τ(s)‖2X ds+
λΓ0Γ
2
2
T∫
0
‖∇v(s)‖2 ds+ λΓ0
2
T∫
0
‖∇τ(s)‖2 ds
≤ Γ
2
2Γ0
‖f˜‖2L2((0,T )×Ω) +
1
2Γ0
‖g˜‖2L2((0,T )×Ω), (5.14)
à ïîòîìó è (5.6). ✷
Äàëüíåéøèé õîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1 (îöåíêà ïðîèçâîäíûõ, ðàçðåøè-
ìîñòü âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä) ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè èç ïóíêòà 4.
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